Solutions d’un systéme linéaire

En appliquant 'algorithme de Gauss-Jordan, on obtient directement la
description de I'ensemble des solutions.

Rappel : On a toujours
1.
2.

3.
Exemple : Soit

3r9 — 6x3 4+ 624 + 45 = —5
S =q3x; — Twy +8x3 — Hxg + 8x5 =9
3r1 — 919 + 12223 — 924 + 625 = 15

0 3 -6 6 4|-5 10 3
B=|3 -7 8 =5 8|9 ~1 01 -220 -7
3 =9 12 -9 6|15 00 0

Cette matrice correspond au systéme

x1 — 213+ 3wy = —24
S' = To — 223 + 2wy = —7
Ty = 4
Ecriture des solutions : i
Q) xe =& (% Poxc V)
On remauque que
l) Xy, el e a.ﬁ;o.a.ansen% doeex PU\S

l .
%) x. ek xz naponacasent Guane R

xa, Xy eb Xy correrpendent @eL colonaen pruots.
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Xyp= 2&3—33’q—2q
Ay 2Xo ~2%X¢g - ';-
Interprétation : i 2 3 ¢
Xs = 4
Je n'y o e ceae condibion S &3 et X . Ce Sont den
vanabln Libren

On trowve p-ex. (-zq,-’-})O,O,‘-f)_ (avec 2-3=9Ccc=°)
on obtent Pnalement wrne iofiaitd A ocfufieny, en
fonction de X3 et Xy, Quei sont den paramebes .
(fens em ble o oolufions a€crct

S. 17(18,-3(’,-2&)28__2.6-9,3/%,‘1) |ﬂ,-Q euzfg

x x

Définition 8 (variables libres et de base).

Les variables de base correspondent aux variables des colonnes pivots et
les variables libres & celles qui ne sont pas des colonnes pivots.

femocaue : Lp vostab@s e base s‘apellent guss punc: pules
o Qiden .

fr owialblen Libiaen nlappellent @IS AN~ pLintpah

t oAb B XXy eb %y omk
de base

X ent Libue

U\ ook ERL e ok Lilre
) x, et xy ot ac

badye



Etude des solutions d’un systéme linéaire a partir de
la forme E et ER

Considérons 'exemple suivant : La matrice

-3 4 1| 8
B = 0O —1 1]|-2
0 0 0 @ pivel dany SO colenac

A tecmen Contanty
est la forme échelonnée d'un systéme linéaire correspondant au systéme

équivalent
] - %5y Fhx, +Xy = 3

3 -

- %Z {—xS =- 2
o=3 5 tm po>3.:be-e— '
v

~—\

Done Le nynt€me eot taconsistand .

On o S=¢

Constat : Le systéme est inconsistant si la matrice augmentée sous
forme échelonnée ou échelonnée-réduite (unique!) posséde une ligne du

type

(o0.-c. O[%) avec % non-net

Doas ce can, Lo colonne den Lecowen constants ent
wne Coleane p&uob el corenpoaR @ wnl €9.

du bype “O=#% vt ¥ononul.
Si la derniere colonne de la matrice augmentée n’est pas une colonne
pivot, alors toute équation non nulle contient une variable de base avec
un coefficient non nul. On a alors deux cas possibles :

Premier cas :
Toutes les variables de base sont complétement déterminées et il n'y a
pas de variable libre.

(=> bouken Len coConnen duls aatrice des coefprecents

oat wn piuc{:

& (€ v . wne uf\L”Qu-e ao&-.ﬁ,orx .



o Ol
Q %

a s aa ¢

Exemple (

Deuxiéme cas :
L'une au moins des variables de base s’exprime en fonction d’une ou
plusieurs variables libres.

= on a axm méad une coloane de Lo malice
dLen weﬁ’zaex\l:s Que n‘eob poen wne ¢co€onae -pc‘uot
55 €y o uae cafacke du oslufiens
Exemple
H ...
o ¥
V]

* )
o o (¥

le raisonnem end pA.c'cécQ.enl: le € sume doan Le

W.eoreme swi vaol :
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Théoréme 2. Un systeme d’équations linéaire est consistant st et seule-
ment si la matrice augmentée sous forme échelonnée ou échelonnée-
réduite n’a pas de ligne du type

(OO-—- o |?¢> agec *—u.,m\nu.e_.

L’ensemble des solutions d’un systéeme compatible se compose

1 df wae NG e nolution Sc oa n‘a aucwae
voviabte Lbre

2. d,‘u.n& Ca?’mil'édf 00&&&201\& 3¢ on & Q@

au Mmp:ad wae Lasiable ilose.

e L= f
of Sw wwodle |, VO wun xe&racce additionael, dee'L;
&e Sostéme mxn , on efudic Qe nbie de 006. ea foncE&on

demetn [ mM>n, m=n, men)

Définition 9 (systéme homogene).
Un systéme est dit homogéne si tous les termes de droite (b;) sont nuls.
Une solution est dite triviale si elle est nulle.

QA‘ ee . Q.dn o

aQama ...amn | O
lemarque: Conscde€cons -Uc'ee'mul{'; nee &
a
(o,...,0) el
n fois

Gt £C€ment enl %ouiiows solufion dwn swaf. L.ma.aac‘ne,_
Colf e solution ert dibe Arisale .

= Tous o oyntemes Comogenen sont cons:stands.
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1.4 Equations vectorielles

Définition 10 (vecteur).
Un vecteur (vecteur colonne) est une matrice a une seule colonne

U1 -
7= : 3 n B ext wae malnce
U de tallle nx4

o

avec v; € R. g appe@le Lenn 1

Schéma des compesanten.

,' d.CrCC-":Oﬂ.J

Oon t-:p«.c'se,mlze, Len
veckewss por /@scns ‘
" gee“c&,e,')

4
L4

Définition 11 (R"). ~ auke manséee ! R =@x... xR [ n coordonaces)
On définit R" comme 'ensemble de tous les vecteurs a n composantes.

Va
On Lo nobe R - 5\-;\ ) | e dzcenf
VUn
Exemples 3
-4l 2 -
P = (;3)€Q A B¢ R s (?)eﬂzq
0

(o]

- 2
3

on peut cloblic wne coccenpondance. tnbe Len

Remarque n
) veckerrs o n compodanied ek Len n-tuples el
oCa '
A . w‘.)
Dons 0°: i Al2, 4) potak Quec coadon
LA
ol - % ( Y
v OAc« (4) .
(repére MM&W) ~n dletx maacecen du ootr 2

Points on {:re wn o veckewrs
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On ped voe L vectews Comae wa al e p leece meat
ex: '\?;C) St pa peend 'P(%/‘e) , 0n oblent
Q avec PR=V- (i) , et oa o @ (5,5).

Définition 12 (égalité entre vecteurs).
Deux vecteurs sont égaux si

1. it oot Lo mewetaille [ meme whre Qa cmposa.n(-m)

5. 8 compesantes oont €q0len urae d waag.

e (2)2 ),

“

ce el
Interprétation de R”
“zz SC (P ( Pd, PZ)
CJ\' & (QJ.(Q'Z)
L o
i el -
: g‘ (Pa . ( Q4— P‘t
o Qz-p2
|-V i
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Opérations dans R"

Addition
Soient ¥, w € R". On définit

U1 w1 U1 + wq n
dra=|:|+|:|= : el
Up, Wy, Up, + Wy,

addition Composante par GOMPO.SGA‘}C.

Multiplication par un scalaire
Soient 7 € R" et A € R. On définit

U1 )\Ul
()]
Up, vy,
on mu.et:pblc 'bac..{.us Don c_ompaxn.q-‘-oo [ LC,

méme factews A,

Exemple

dans \Q_z - (2 - 3
SOCQA‘L Ao = (Q) , V*T (-S)
o€y A
N j:;zz
\ Vi
) 1 ] - 5
'\\ AL\ J:-rvs(z*s ).-:( )
Ty o, H¥(=35) /] A
Nl - 2 4
= M -~ 2' &
o \ Ar /J. ( (t ) (&)
7 -—A 3 "g
\( AV £ (.—S ) ® ( 5)

addbeon : “Coec der POU.QQ,QL.QDWQ

on comtake que L4 = V4L
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Propriétés Soient u, v,w € R" et A\, u € R. On a
lLi+7= v+l  lcommubatewile)

0 (G +7)+d= Lh+ (V+w) [associakeuls) 24345 =
. (243)+5 =
3. )‘,(%}17) — AZ +OV ( dosbibwbule mzxkc) 2+ (9+5)

4.()\:_;3‘*: ‘A,a’&/.u[f (o« )

- [} o
5. AMpad) = [')/A I ( asso. megte )
6. 40 v A est &clement neubre pow e
a muek.pos un scalaire
o o £ O JJ": yy ( > %%’ e‘efe-lz. V\,&J."\ﬁa pow
oo Moot v 7 e‘adolition )
-0 [y -d 'y
N B ) P e O P R
=0 0 n
S- (1) eR leckews )
Exemple o

sosent @3- [3) <t () ;("%) Q:;s(_f:)

a2 ?\2"“2 Nog = O N =1

~0 ~ = > _
Wy + D0, 4 Aq0s + A Qq =

)-eo (3] (1) )

24 +4 4+ 09 +4 2 9
- (2-2404-0-4 = (3 e R

223-2 +0D -4 2
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